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            초록
          
        

        
          In this paper, we study the modeling method for a suspension bush with frequency and amplitude-dependent nonlinear dynamic characteristics. The proposed bush model adds amplitude-dependent cells to the generalized Maxwell model, the most general form of force element model for viscoelasticity. A frictional Maxwell model is used as the amplitude-dependent cell in which the damper element is replaced with a friction element in the Maxwell model. We establish a parameter identification process for this bush model and apply it to the front Mcpherson suspension. To verify the accuracy of the proposed bush model at the system level, half-car durability simulation based on multibody dynamics is performed on the suspension model equipped with the bush model. The results are compared with the accuracy of the suspension model using the Kelvin-Voight model, which is commonly used as a bush model.
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      1. 서 론
      현가장치는 차량의 승차감 및 핸들링(R&H: Ride and Handling), 내구, 소음 및 진동(NVH: Noise, vibration and harshness) 등의 다분야 성능에 영향을 주는 시스템이다. 이와 같은 차량의 다분야 성능 향상을 위해서는 현가장치의 동특성에 대한 정확한 예측이 필요하다. 하지만 현가장치의 심한 비선형성으로 인해 동특성을 정확히 예측하기란 쉽지 않다. 특히, 부시는 높은 비선형 동특성을 가진 부품 중 하나로 현가장치의 동특성에 미치는 영향이 크다. Fig. 1과 Table 1은 차량의 소음(Noise), 진동(Vibration), 충격에 의한 소음 및 진동(Harshness) 현상에 대해 각각의 주파수 범위를 보여준다.1)

      
        
        

        Fig. 1 
				
        

        
          Oscillation frequency ranges associated with the terms noise, vibration, and harshness
        
        

        

      

      
        Table 1 
				
        

        
          Frequency range of oscillatory phenomena
        
        

      

      
        
          
            	Oscillatory phenomenon 
            	Frequency range [Hz]
          

          
            	from 
            	to
          

        
        
          	Body vibrations
          	0.5
          	5
        

        
          	Freeway hope
          	2
          	5
        

        
          	Body fore/aft bucking
          	4
          	10
        

        
          	Stutter, shake
          	7
          	15
        

        
          	Axle fore/aft oscillation
          	10
          	15
        

        
          	Jerk
          	8
          	20
        

        
          	Wheelfight, nibble
          	10
          	20
        

        
          	Chatter
          	7
          	25
        

        
          	Brake judder
          	15
          	25
        

        
          	Shiver, jitter
          	15
          	40
        

        
          	Body drone
          	30
          	70
        

        
          	Axle harshness
          	30
          	80
        

        
          	Rolling
          	30
          	300
        

        
          	Powertrain noise
          	70
          	1000
        

      

      

      소음의 경우 약 100 Hz 이상의 주파수 범위를 보이며, Table 1의 구동계 소음(Powertrain noise)은 1000 Hz까지의 높은 주파수까지도 작용한다. 또한, 부시는 Fig. 2의 힘-변위 선도에서 볼 수 있듯이 마찰로 인한 이력 현상(Hysteresis)을 동반한다.

      
        
        

        Fig. 2 
				
        

        
          Hysteresis of the suspension bush in quasi-static test
        
        

        

      

      이러한 이력 현상은 높은 가진 진폭을 다루는 내구 성능에 영향을 준다. 반면, 차량 동역학(Vehicle dynamics) 소프트웨어에 일반적으로 사용되는 부시 모델은 켈빈-포크트(Kelvin-Voigt) 모델로 비선형 스프링과 댐퍼 요소가 병렬로 연결된 형태이다. 이 모델은 부시의 주파수와 진폭에 따른 동특성 변화를 표현하지 못한다. 따라서, 앞서 설명한 고주파수 영역을 다루는 소음 및 진동 분야 혹은 높은 진폭을 다루는 내구 분야의 성능 예측에는 별도의 고정도 부시 모델이 필요하다. 이를 위해 부시의 주파수와 진폭에 따른 비선형 동특성을 표현하기 위한 모델링 기법들이 연구되었다.

      먼저, 비선형 이력 현상을 표현하기 위한 방법으로 Bouc-Wen 모델을 활용한 부시 모델링 기법이 많이 연구되었다.2-4) Bouc-Wen 모델은 부시의 이력 현상을 잘 표현하므로 진폭에 따른 동특성을 매우 잘 표현할 수 있다. 일반적으로 Bouc-Wen 모델과 주파수에 따른 동특성을 표현하기 위한 댐퍼 요소를 결합하여 사용되었다. 하지만 Bouc_Wen 모델의 동강성(Dynamic stiffness)과 위상각(Phase angle)을 계산하기 위해서는 미분방정식을 직접 풀어야 하므로 모델의 파라미터를 찾는 과정에서 시간이 많이 소요된다. 신경망(Neural network)을 이용한 부시 모델링 기법도 연구되었다.5-7) 신경망 모델의 경우 많은 학습 데이터를 필요로 하며, 부시의 동특성에 대해 모델의 파리미터가 갖는 의미가 모호하여 설계 시 사용하기 어렵다는 단점이 있다. 이러한 문제점들을 해결하기 위해 스프링과 댐퍼 요소의 단순 조합을 통해 만들어진 일반화된 맥스웰 모델(Generalized Maxwell model)과 마찰 맥스웰 모델(Frictional Maxwell model)을 활용한 부시 모델링 기법이 연구되었다.8,9) 맥스웰 모델은 동적 강성과 위상 지연을 주파수와 진폭에 대한 함수로 나타낼 수 있기 때문에 모델의 파라미터를 찾는 과정이 비교적 간단하다는 장점이 있다. 그리고 스프링, 댐퍼 및 마찰 상수는 부시의 동특성에 주는 영향이 직관적이기 때문에 설계 시에도 유리하다.

      기존 연구들에서는 주로 부시 단품 단위에서의 동특성 예측을 다루었다. 따라서, 부시의 시스템 단위에서의 동특성 예측 정확도에 대한 연구가 미흡하다. 본 논문에서는 다물체 동역학(Multibody dynamics) 해석에 사용할 수 있고 주파수와 진폭에 따른 비선형 동특성을 고려할 수 있는 부시를 모델링 하고, 이를 현가 장치 동역학 모델에 적용하여 시스템 단위에서의 동특성 예측 정확도에 대해 검증한다. 모델의 형태는 일반화된 맥스웰 모델과 마찰 맥스웰 모델이 결합된 형태를 사용한다. 이 때, 동역학 해석의 효율을 위해 스무딩(Smoothing)된 마찰 모델을 사용한다. 본 논문에서 다루는 주파수 범위는 300 Hz까지로 Table 1의 구동계 소음을 제외한 나머지 성능들을 부시 모델의 적용 범위로 한다. 2 장에서는 비선형 동특성 부시 모델의 구조를 소개하고 제안된 부시 모델의 파라미터 최적화 프로세스를 정립한다. 3 장에서는 적용 사례로 전륜 맥퍼슨 현가장치의 부시들의 모델 파라미터를 최적화하고 그 결과를 확인한다. 그리고 전륜 맥퍼슨 현가장치에 대해 Half-car 내구 시뮬레이션을 진행하여 제안된 부시 모델과 기존의 켈빈-포크트 부시 모델의 동특성 예측 정확도를 현가 시스템 단위에서 비교한다.

    

    

  
    
      2. 비선형 동특성 부시 모델링
      
        2.1 모델링 방법
        일반적으로 현가장치 부시는 Fig. 3과 같이 주파수와 진폭에 따라 동강성과 위상각이 비선형적으로 변화한다. 그림에서 볼 수 있듯이 켈빈-포크트 모델로는 이러한 부시의 비선형 동특성을 표현하지 못한다.

        
          
          

          Fig. 3 
				
          

          
            Nonlinear dynamic characteristic of suspension bush
          
          

          

        

        따라서 본 논문에서는 이러한 주파수와 진폭에 따른 부시의 동특성 변화를 표현하기 위해 Fig. 4의 모델 형태를 사용한다. 모델은 탄성 부분(Elastic part), 점성 부분(Viscous part), 마찰 부분(Frictional part)로 나뉜다. 여기서, 탄성 부분과 점성 부분이 결합된 형태가 기존의 일반화된 맥스웰 모델이다. 탄성 부분은 부시의 정적 강성을 나타낸다. 점성 부분은 부시의 주파수에 따른 동특성 변화를 표현하는 역할을 한다. 그리고 마찰 부분은 진폭에 따른 동특성 변화를 표현하는 역할을 한다.

        
          
          

          Fig. 4 
				
          

          
            Nonlinear dynamic bush model
          
          

          

        

        마찰 부분에서 일반적으로 사용되는 마찰 모델의 경우 식 (1)과 Fig. 5(a)에서 볼 수 있듯이 속도가 0인 지점에서 불연속점이 존재한다. 이러한 마찰 모델을 사용할 경우 다물체 동역학 해석 시 수렴성이 낮고 해석시간이 높아진다는 단점이 있다. 이를 위해 본 논문에서는 식 (2)와 Fig. 5(b)의 쌍곡탄젠트(Hyperbolic tangent) 함수 기반 마찰 모델을 사용하여 모든 점에서 연속이 되도록 한다.

        
          
          

          Fig. 5 
				
          

          
            General friction models
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        마지막으로 앞서 설명한 비선형 동특성 힘요소 모델을 병진 3 방향, 회전 3 방향의 총 6 자유도로 결합하여 부시 모델을 구성한다.

      

      
        2.2 부시 모델 파라미터 최적화 프로세스
        부시 모델의 파라미터를 최적화하기 위해서는 해당 부시의 정적 시험(Static test)과 동적 시험(Dynamic test) 데이터가 필요하다. 정적 시험은 비선형 동특성 부시 모델의 탄성 부분의 강성 데이터를 도출하기 위한 시험이다. 그리고 동적 시험은 주파수 변화 시험(Frequency sweep test)과 진폭 변화 시험(Amplitude sweep test)으로 나뉘며 각 조건에서의 동강성과 위상각을 도출한다. 본 논문에서 진행한 시험의 조건은 Table 2와 같다. 정적 강성 시험의 경우 부시와 측정 방향에 따라 진폭 범위가 상이하며 기재된 값은 최대 범위를 의미한다. 본 논문에서는 부시의 병진 3 자유도에 대해서 시험과 모델링을 진행했다.

        
          Table 2 
				
          

          
            Bush static and dynamic test
          
          

        

        
          
            
              	Test type 
              	Input
            

          
          
            	Static test
            	Amplitude
            	Velocity
          

          
            	-2~2 mm
            	10 mm/min
          

          
            	Dynamic test
            	Subcategory
            	Amplitude
            	Frequency
          

          
            	Frequency sweep test
            	0.05 mm
            	1~300 Hz
          

          
            	Amplitude sweep test
            	0.01~0.32 mm
            	15 Hz
          

        

        

        시험을 완료한 후에는 탄성 부분에 사용할 힘-변위 데이터를 도출하기 위해 정적 시험 데이터를 식 (3)의 5차 함수로 곡선 접합(Curve fitting)한다.
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        그리고 점성 부분과 마찰 부분의 경우 비선형 동특성 부시 모델을 같은 조건으로 해석 시 도출된 동강성과 위상각이 시험 데이터와 같은 값을 낼 수 있도록 파라미터를 최적화해야 한다. 이를 위해선 비선형 동특성 부시 모델의 동강성과 위상각을 계산해야 한다. 맥스웰 모델의 동강성과 위상각은 식 (4), (5)와 같다. 탄성 부분과 맥스웰 모델 n개가 병렬로 연결된 형태인 일반화된 맥스웰 모델의 동강성과 위상각은 식 (6), (7)이 된다. 여기서, 탄성 부분의 강성 Ke는 식 (3)에 해당 시험의 변위를 입력하여 구한 하중의 피크 대 피크(Peak to peak)값을 변위의 피크 대 피크 값으로 나눈 값이다.
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        마찰 맥스웰 모델의 동강성과 위상각은 식 (8), (9)이며, 마찰 맥스웰 모델 개가 병렬로 연결된 마찰 부분의 총 동강성과 위상각은 식 (10), (11)과 같다.
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        이를 기반으로 Fig. 4 모델의 전체 동강성과 위상각은 식 (12)과 (13)으로 근사화될 수 있다.8)
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        위의 식들은 모두 진폭과 주파수에 대한 함수이기 때문에 미분방정식을 풀지 않아도 동강성과 위상각을 계산할 수 있다. 계산된 동강성 및 위상각과 계측 데이터와의 오차를 통해 식 (14)와 같은 벌칙 함수(Cost function)를 구성한다. 시뮬레이션 값을 시험 값으로 나눈 후 1을 뺀 형태를 활용하여 동강성과 위상각의 오차값을 정규화(Normalization) 한다.
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        구성된 벌칙 함수를 최소화하는 최적화 문제를 풀기 위해 순차적 2차 계획법(SQP: Sequential quadratic progra-mming)을 활용하였다. 순차적 2차 계획법은 비선형 최적화(Nonlinear optimization)에 대표적으로 사용되는 반복 처리 방법(Iterative method)으로 부시와 같은 비선형성이 높은 시스템에 대해 적합한 방법이다. 설계 변수(Design variable)는 점성 부분의 강성들과 댐핑 계수들, 마찰 부분의 강성들과 마찰 변위 임계값들이다.

      

    

    

  
    
      3. 비선형 동특성 부시 다물체 동역학 해석
      
        3.1 부시 모델 파라미터 최적화
        이번 장에서는 2 장에서 제안한 모델링 방법을 전륜 맥퍼슨 현가장치의 보이드 부시(Void bush)에 적용한다. 계측 방향은 Fig. 6의 P1과 P2 방향이다. 점성 부분에는 3 개의 맥스웰 모델, 마찰 부분에는 3 개의 마찰 맥스웰 모델을 사용하였다. Table 3과 Table 4는 최적화된 파라미터 값을 보여준다. Fig. 7과 Fig. 8은 주파수 변화 시험에 대한 예측 결과이며, Fig. 9와 Fig. 10은 진폭 변화 시험에 대한 예측 결과이다.

        
          
          

          Fig. 6 
				
          

          
            Bush of Mcpherson suspension
          
          

          

        

        
          Table 3 
				
          

          
            Parameters of nonlinear dynamic bush model (P1)
          
          

        

        
          
            
              	Viscous part
            

            
              	Parameters 
              	j = 1 
              	j = 2 
              	j = 3
            

          
          
            	Kvj [N/mm]
            	184.7613
            	358.0941
            	178.0506
          

          
            	cvj [N･s/mm]
            	17.0776
            	0.1754
            	1.0896
          

          
            	Frictional part
          

          
            	Parameters 
            	q = 1 
            	q = 2 
            	q = 3
          

          
            	Kpq [N/mm]
            	154.9586
            	197.3201
            	177.7521
          

          
            	usq [mm]
            	0.04479
            	0.01551
            	0.3841
          

        

        

        
          Table 4 
				
          

          
            Parameters of nonlinear dynamic bush model (P2)
          
          

        

        
          
            
              	Viscous part
            

            
              	Parameters 
              	i = 1 
              	i = 2 
              	i = 3
            

          
          
            	Kvj [N/mm]
            	401.5752
            	340.5987
            	892.2069
          

          
            	cvj [N･s/mm]
            	40.8641
            	2.9543
            	0.6234
          

          
            	Frictional part
          

          
            	Parameters 
            	q = 1 
            	q = 2 
            	q = 3
          

          
            	Kpq [N/mm]
            	8407.1279
            	388.4364
            	609.7838
          

          
            	usq [mm]
            	0.0004817
            	0.3840
            	0.03414
          

        

        

        
          
          

          Fig. 7 
				
          

          
            Results of frequency sweep test (P1)
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 8 
				
          

          
            Results of frequency sweep test (P2)
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 9 
				
          

          
            Results of amplitude sweep test (P1)
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 10 
				
          

          
            Results of amplitude sweep test (P2)
          
          

          

        

        Table 5에서 볼 수 있듯이 동적 시험에서 동강성과 위상각의 평균 제곱근 오차율은 각각 3 %, 4 % 이내로 높은 예측 정확도를 보였다. 이는 본 논문에서 제안한 부시 모델이 부시의 비선형 동특성을 잘 나타낼 수 있음을 입증한다.

        
          Table 5 
				
          

          
            Root mean square error of nonlinear dynamic bush model
          
          

        

        
          
            
              	Test type 
              	Direction 
              	Root mean square error [%]
            

            
              	Dynamic stiffness 
              	Phase
            

          
          
            	Frequency sweep test
            	P1
            	2.1
            	3.2
          

          
            	P2
            	1.8
            	2.8
          

          
            	Amplitude sweep test
            	P1
            	1.6
            	2.1
          

          
            	P2
            	1.4
            	2.3
          

        

        

      

      
        3.2 현가장치 시스템 특성 예측
        비선형 동특성 부시 모델의 목표인 현가장치 시스템 특성 예측 정확도를 평가하기 위해 본 논문의 방법론으로 모델링한 부시들을 다물체 동역학 기반 전륜 맥퍼슨 현가장치 모델에 적용하여 Half-car 내구 시뮬레이션을 진행한다. 소프트웨어는 Dymola(Dassault Systèmes, France)를 사용했다. 해당 부시는 Fig. 11에 표시한 Bush 1, Bush 2이며, 3 자유도 병진 방향에 대해 본 논문의 모델링 방법을 적용하였다.

        
          
          

          Fig. 11 
				
          

          
            Results of frequency sweep test
          
          

          

        

        Half-car 내구 시뮬레이션의 구동 신호(Drive signal)로는 가속 내구로 중 하나인 벨지안 로(Belgian road) 주행 시험에서 계측된 6 분력 휠하중을 사용한다. 차량 주행 시험에서 부시의 하중을 직접 측정하기 어렵다. 또한, 두 부시가 모두 작용한 시스템 특성을 확인하기 위해 본 논문에서 다룰 출력 신호로 직접 계측이 가능한 볼조인트의 종횡방향 하중을 선정했다. 비선형 동특성 부시 모델을 적용한 시뮬레이션 결과는 계측 신호 및 기존에 부시 모델로 사용되던 켈빈-포크트 부시 모델의 시뮬레이션 결과와 비교한다.

        Fig. 12와 Fig. 13의 하중 시간 선도의 일부분들을 보면 켈빈-포크트 부시 모델에 비해 비선형 동특성 부시 모델의 결과가 계측 신호와 더 적은 오차를 보임을 알 수 있다. Fig. 14와 Fig. 15의 에너지 스펙트럼 밀도(PSD: Power spectral density) 선도와 Table 6을 통해서는 저주파수 영역인 약 15 Hz 미만의 영역에서는 켈빈-포크트 부시 모델과 비선형 동특성 부시 모델의 정확도가 유사하다는 것을 알 수 있다. 하지만 그 이상의 영역에서는 켈빈-포크트 부시 모델의 정확도가 감소하는 것을 볼 수 있다.

        
          
          

          Fig. 12 
				
          

          
            Longitudinal force of ball joint (time history)
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 13 
				
          

          
            Lateral force of ball joint (time history)
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 14 
				
          

          
            Longitudinal force of ball joint (power spectral density)
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 15 
				
          

          
            Lateral force of ball joint (power spectral density)
          
          

          

        

        
          Table 6 
				
          

          
            Root mean square error of nonlinear dynamic bush model
          
          

        

        
          
            
              	Model type 
              	Output channel 
              	Root mean square error [%]
            

            
              	Range 
              	Value
            

          
          
            	Kelvin-Voigt
bush model
            	Longitudinal force
            	0~15 Hz
            	16.2485
          

          
            	15~50 Hz
            	37.5841
          

          
            	0~50 Hz
            	31.1834
          

          
            	Lateral force
            	0~15 Hz
            	9.2642
          

          
            	15~50 Hz
            	34.9178
          

          
            	0~50 Hz
            	27.2217
          

          
            	Nonlinear
dynamic bush
model
            	Longitudinal force
            	0~15 Hz
            	8.7698
          

          
            	15~50 Hz
            	15.3334
          

          
            	0~50 Hz
            	13.3643
          

          
            	Lateral force
            	0~15 Hz
            	6.8740
          

          
            	15~50 Hz
            	13.7203
          

          
            	0~50 Hz
            	11.6664
          

        

        

        켈빈-포크트 부시 모델은 2.1절의 Fig. 3에서 확인할 수 있듯이 약 10~15 Hz 이상의 가진 주파수 영역에서 주파수가 증가할수록 실제 부시의 동특성과의 오차가 증가한다는 것을 알 수 있다. 이러한 켈빈-포크트 부시 모델의 특징은 고주파수 영역에서의 시스템 단위에서도 영향을 끼쳐 시스템 특성 예측 정확도를 감소시켰음을 알 수 있다. 반면, 본 논문에서 제안한 비선형 동특성 부시 모델은 3.1절에서도 확인했듯이 300 Hz까지의 부시 동특성을 비교적 높은 정확도로 예측하였다. 이는 부시 단위의 높은 동특성 예측 정확도가 시스템 단위의 고주파수 영역 특성 예측에도 효과가 있음을 의미한다.

      

    

    

  
    
      4. 결 론
      본 논문에서는 부시의 주파수 및 진폭에 따른 동특성 변화를 구현하기 위한 비선형 동특성 부시를 모델링하고 이에 대한 현가 시스템 단위에서의 정확도를 평가하였다. 모델은 탄성 부분, 점성 부분, 마찰 부분이 병렬 연결된 형태를 사용했다. 탄성 부분과 점성 부분은 일반화된 맥스웰 모델을 사용하고 마찰 부분은 마찰 맥스웰 모델을 사용하였다. 경사하강법 알고리즘을 기반으로 부시 모델의 파라미터 최적화 과정을 정립하고 이를 후륜 멀티링크 타입 현가장치의 어시스트 링크 부시에 적용하였다. 그리고 다물체 동역학 현가장치 모델에 이 부시 모델을 적용하여 half-car 내구 시뮬레이션을 진행했다. 그 결과는 다음과 같다.

      부시 모델의 파라미터를 최적화한 결과, 동강성과 위상각에 대한 계측 데이터와의 평균 제곱근 오차가 3 %, 4 % 이내로 높은 동특성 예측 정확도를 보였다.

      Half-car 내구 시뮬레인션은 기존에 사용되던 켈빈-포크트 부시 모델보다 비선형 동특성 부시 모델이 부품 하중의 이력 현상에 대한 예측 정확도가 높았다.

      Half-car 내구 시뮬레이션의 주파수 영역 특성에서 켈빈-포크트 부시 모델에 비해 비선형 동특성 부시 모델이 저주파수와 고주파수 영역 모두에서 더 높은 정확도를 보였다.

      이러한 결과를 통해 본 논문에서 제안한 비선형 동특성 부시 모델이 부품 단위에서의 동특성 뿐만 아니라 시스템 단위에서의 부품의 동특성 예측에 대해서도 효과가 있음을 입증했다. 향후에는 본 논문에서 다루지 못한 비선형 동특성 부시 모델의 맥스웰 및 마찰 맥스웰 모델 개수에 대한 최적화와 소음 및 진동 해석을 추가로 진행하여 범용성을 높일 것이다. 또한, 차량 시스템 단위로 범위를 확장하여 부시 모델의 동특성 예측 정확도 검증을 진행할 것이다.

    

    

  
    
      Nomenclature
      
        
          	
          	
        

        
          	
            F : 
          
          	
            bush force
          
        

        
          	
            d : 
          
          	
            bush displacement
          
        

        
          	
            w : 
          
          	
            input frequency of dynamic test
          
        

        
          	
            u^ : 
          
          	
            input amplitude of dynamic test
          
        

        
          	
            Kdyn : 
          
          	
            dynamic stiffness of bush model
          
        

        
          	
            δ : 
          
          	
            phase angle of bush model
          
        

        
          	
            Ke : 
          
          	
            spring stiffness of elastic part
          
        

        
          	
            ai(i = 0 ~ 5) : 
          
          	
            coefficients of 5th degree function for elastic part
          
        

        
          	
            Kdynv : 
          
          	
            dynamic stiffness of viscous part
          
        

        
          	
            δv : 
          
          	
            phase angle of viscous part
          
        

        
          	
            Kdynv,j : 
          
          	
            dynamic stiffness at jth element in viscous part
          
        

        
          	
            Kvj : 
          
          	
            spring stiffness at jth element in viscous part
          
        

        
          	
            cj : 
          
          	
            damping coefficient at jth element in viscous part
          
        

        
          	
            tr,j : 
          
          	
            time constant at jth Maxwell element in viscous part (cj/Kvj)
          
        

        
          	
            Ffriction : 
          
          	
            friction force
          
        

        
          	
            ff : 
          
          	
            threshold of friction force
          
        

        
          	
            Kdynp : 
          
          	
            dynamic stiffness of frictional part
          
        

        
          	
            δp : 
          
          	
            phase angle of frictional part
          
        

        
          	
            Kdynp,q : 
          
          	
            dynamic stiffness at qth element in frictional part
          
        

        
          	
            Kpq : 
          
          	
            spring stiffness at qth element in frictional part
          
        

        
          	
            usq : 
          
          	
            threshold of displacement at qth element in frictional part
          
        

        
          	
            Usq : 
          
          	
            hysteretic work at qth element in frictional part
          
        

        
          	
            J : 
          
          	
            cost function for parameter optimization
          
        

        
          	
            k : 
          
          	
            weighting factor of cost function J
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